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КЛАССИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ  
ДЛЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ С ИНТЕГРАЛЬНЫМ УСЛОВИЕМ
В одномерном случае для волнового уравнения рассматривается смешанная задача с интегральным условием. 
Показывается при определённых условиях гладкости и условиях согласования заданных функций существование 
и единственность классического решения. Для численного решения поставленной задачи необходимо решать не-
сложные интегральные уравнения Вольтерры второго рода.
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CLASSICAL SOLUTION OF THE MIXED PROBLEM FOR THE WAVE EQUATION  
WITH THE INTEGRAL CONDITION
The mixed problem with the integral condition for the wave equation is considered in the one-dimension case. Existence and 
uniqueness of the classical solution is proved under certain smoothness and consistency conditions. For numerical solution of a 
given problem the simple second-type Voltaire integral equations should be solved.
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В данном сообщении рассматривается смешанная задача для волнового уравнения с инте-
гральным условием. В работах [1; 2] рассматриваются гиперболические уравнения второго по-
рядка с нелокальными условиями. Однако в них исследуется обобщенное решение поставленной 
задачи, а не классическое.
В данной работе изучается именно классическое решение смешанной задачи для одномерно-
го волнового уравнения с нелокальным условием. Следует отметить, что нелокальное условие 
здесь представляет собой интегральное уравнение второго рода с ядром, зависящим от двух пе-
ременных. В результате получены необходимые и достаточные условия для существования 
единственного классического решения. Решение поставленной задачи может быть построено 
с помощью метода последовательных приближений. Подход, предложенный в данном сообще-
нии, позволяет получить численное решение поставленной задачи.




  = ( ), ,  = [0, ) [0, ]x xu a u f Q Q l∂ − ∂ ∈ +∞ ×x x  (1)
с условием Коши




0 0 0 0 0
0
( , 0) ( , ) ( , ) = ( ), [0, )
l




0 0 0( , ) = ( ), [0, ),
lu x l x xµ ∈ + ∞  (4)
где 2 0 0: ( , ) ( , ) .K Q x s K x s⊃ ∋ → ∈ �
 Корзюк В. И., Столярчук И. И., 2016.
 Doklady of the National Academy of Sciences of Belarus. 2016. Vol. 60, no. 6, pp. 22–27 23
Требуется найти классическое решение задачи (1)–(4) из класса 2 ( ).C Q
Общее решение неоднородного уравнения. Применим подход, описанный в [3], а также будем 
использовать аналогичные обозначения. Область Q разделим на области ( )    , = 1,2,...kQ k  прямыми 
0
( 1)





 так, как показано на рисунке. В свою очередь, каждая из полученных об-
ластей ( )kQ  разбивается с помощью характеристических прямых 1 0= ( 1)x k l ax− − +  и 1 0=x kl ax−  
на подобласти ( )   , 1, , 4kj jQ =  в каждой из которых ищется решение исходной задачи. Общее реше-
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где f  – продолжение функции f  на  по второй независимой переменной.
Здесь функции ( ) ( ) 21 3, ([ ( 1) , ( 2)] )
k kp p C k l k l∈ − − − −  и ( ) ( ) 22 4, ([ , ( 1) ]),
k kp p C kl k l∈ − − −  а функции 
( ) ( ) 2
1 2, ([( 1) , ])
k kg g C k l kl∈ −  и ( ) ( ) 23 4, ([ , ( 1) ]),
k kg g C kl k l∈ +  0,1( ).f C Q∈  Под классом 0,1C  понимается 
класс непрерывных функций от двух аргументов, которые имеют непрерывную частную произво-
дную первого порядка по второму аргументу.
Искать решение задачи (1)–(4) будем с помощью метода характеристик [4]. Для этого мы сна-
чала рассмотрим задачу в области ( )kQ  с начальными условиями 
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интегральным условием (3) и граничным условием (4). Здесь ( )ku  – решение задачи (1), (3), (4), (6) 
в области ( ) .kQ  Функции ( ) ( ),k kϕ ψ  выражаются из решения аналогичной задачи в области ( 1) ,kQ −  
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Задача Коши. В области ( )1
kQ  задаются начальные условия (6). Тогда функции ( ) ( )1 1,
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Следовательно, решение в области ( )1
kQ  запишется в виде 
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Функция ( )1 ,
kp  определенная по формуле (7) в области ( )1 ,
kQ  
определена и в области ( )3 ,
kQ  где имеет такой же вид. Функция ( )1 ,
kg  
определенная по формуле (8) в области ( )1 ,
kQ  задана и в области 
( )
2 ,
kQ  где также представима в виде (8).
Граничное условие на правой границе. Как показано в [4], ре-
шение задачи (1), (4), (6) в области ( )3
kQ  имеет вид 
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a функция ( )3
kg  задается формулой 
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Интегральное условие. Условие (2) представляет собой уравнение с интегральным операто-
ром второго рода. Подставив в него общее решение (5) в области ( )2 ,
kQ  получим уравнение относи-
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После замены переменной интегрирования =s zτ −  получим интегральное уравнение Воль-




( ) ( )





p z K z p d M z
a
− −
+ − τ − τ τ∫  (13)
Решение данного уравнения существует в классе 2 ([ , ( 1) ])C kl k l− − −  и является единствен-
ным тогда, когда выполнены следующие условия гладкости функций: 2 ([ , ( 1) ]),M C kl k l∈ − − −  
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( )   1, 2,    , 1, 3,kig ij ==  в общее решение (5) произвольная постоянная C уничтожается. Таким обра-
зом решение в области ( )2
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Условия согласования. Для того чтобы решение задачи (1), (3), (4), (6) было из класса 2 (k)( ),C Q  
необходимо и достаточно, чтобы функции ( ) ( )1 2,
k kp p  были согласованы в точке = ( 1)z k l− −  вме-
сте со своими производными до второго порядка включительно, а функции ( ) ( )1 3,
k kg g  – 
в точке =z kl  вместе со своими производными до второго порядка включительно. Обозначим 
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Приравнивая (17) и (7) в точке = ( 1) ,z k l− −  получаем условие согласования функций ( ) ( )1 2,
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Условие согласования на функции ( )1
kp′′  и ( )2
kp′′  в точке = ( 1)z k l− −  представляется следующим 
образом: 
 










( 1) 2 ( 1) 1 ( 1)
, 0 , 0
1 ( 1) 1 ( 1) ( 1)









k l k l k lK K
a a x a aa
k l k l k l
K s s ds K s f s ds
a a aa x a
k l
K s s ds
x aa
− ∂ − −     ′′δ − δ + µ −     ∂     
∂ − − −     ′′ϕ − ϕ − −     
∂      
∂ − ψ − ∂  
∫ ∫
∫ ( )( ) 22
( 1) 1 ( 1)
, ( ) , 0 = .kk
k l k l
K s s ds f
a aa
− −   ′′ϕ − δ   
   
∫
 (20)
Л е м м а 1. Пусть заданные функции ( ) 21( ) ([0, ]),
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решение задачи (1), (3), (4), (6)  ( ) 2 ( )( ) ( )k ku C Q∈x  существует тогда и только тогда, когда вы-
полняются однородные условия согласования (16), (18)–(20), т. е. при ( ) ( )0, 0, = 0, 2,k ki i iσ ≡ δ ≡  
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Классическое решение в области Q. Далее рассматривается вопрос существования един-
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С л е д с т в и е. Условия согласования для функций ( ) ( )1 2, ,
k kp p  а также для ( ) ( )1 3,
k kg g  и их про-
изводных до второго порядка включительно выполняются тогда и только тогда, когда выполня-
ются условия согласования для функций ( 1)1
kp −  и ( 1)2 ,
kp −  ( 1)1
kg −  и ( 1)3
kg −  и их производных до второго 
порядка включительно соответственно. 
Т е о р е м а. Пусть (0) ( ) 2, ([0, )),l Cµ µ ∈ + ∞  2 ([0, ]),C lϕ∈  1([0, ]),C lψ ∈  2 ( ),K C Q∈  0,1( )f C Q∈ . 
Для задачи (1)–(4) существует единственное классическое решение из класса 2 ( )C Q  тогда 
и только тогда, когда для функций (0) ( )      , , ,lµ µ ϕ ψ выполняются однородные условия согласования 
(16), (18)–(20) при = 1,k  а именно 
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Это решение может быть найдено как ( ) ( )( ) ( ), ,  1, 4,  1, 2, ...,  k kj ju u Q j k= ∈ = =x x x  где 
( )k
ju  опре-
делены по формулам (9), (10), (14), (15).
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